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ABSTRAKT, KLÍČOVÁ SLOVA 
 
ABSTRAKT 
Cílem této bakalářské práce je vytvořit 3D modely tenzoru napjatosti. Na základě 
Mohrových kružnic je zjištěna velikost a směr složek napětí, které jsou pak použity při 
tvorbě 3D modelu v programu Rhinoceros. Ve výsledných modelech je pak ve formě 
barevných ploch zobrazeno obecné, normálové a smykové napětí pro jednotlivé stavy 
napjatosti. 
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ABSTRACT 
The aim of this bachelor´s thesis is to create 3D models of stress tensor. Mohr´s circles serve 
as a base for identification of size and direction of stress component. These are then used for 
the 3D modelling in software Rhinoceros. Final models in the form of colored areas show 
general, normal and shear stress for the individual states of stress. 
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ÚVOD 
 
ÚVOD 
Napjatost je jednou z nejdůležitějších veličin v mechanice kontinua, pomocí ní se navrhují a 
optimalizují jednotlivé součásti, aby vydržely provozní namáhání. Napjatost v konkrétním 
bodě tělesa je určena pomocí šesti složek tenzoru, je tedy obtížná pro zobrazení a 
představivost. 
Ve 2D se napjatost zobrazuje pomocí Mohroých kružnic, ze kterých se určí normálové, 
smykové a obecné napětí pro libovolně orientovaný souřadný systém. 
Ve 3D se například používá zjednodušené zobrazení směrů hlavních napětí. Pro větší 
názornost lze použít 3D graf zobrazující normálové, smykové a obecné napětí v libovolně 
orientovaném souřadném systému. Toto zobrazení je motivační a podporuje představivost a 
porozumění tenzoru napjatosti. 
Cílem mé bakalářské práce je provést popis tenzoru napjatosti se vztahy k Mohrově rovině a 
zobrazení tenzoru napjatosti pomocí 3D grafu dle jednotlivých případů napjatosti. Nejprve je 
rozebráno několik případů, kdy dvě hlavní napětí jsou stejná. Poté se věnuji případům, kdy 
jsou všechny tři hlavní napětí různá. 
V první části se věnuji vysvětlení pojmu tenzoru a jeho aplikaci na problematiku napětí. 
Provádím zde rozbor napjatosti v bodě. Dále se zaměřuji na jednotlivé možnosti jeho 
zobrazování ve 2D, transformaci tenzoru do jiného souřadného systému. Jsou zde odvozeny 
parametrické rovnice pro Mohrovy kružnice. 
V praktické části zpracovávám postup zobrazení tenzoru napětí pomocí 3D grafů v programu 
Rhinoceros. Tenzor napětí zobrazuji pomocí normálového, smykového a obecného napětí, 
které se zobrazí jako jednotlivé plochy. Nejdříve se připraví pomocí tabulkového procesoru 
jednotlivé body plochy na základě vzorců z teoretické části. Těmito body se pak proloží 
křivky. Mezi těmito křivkami se pak vytvoří plochy, které tvoří výslednou vizualizaci tenzoru 
napětí. Pro jednotlivé příklady napjatosti uvádím schématické znázornění v podobě 
Mohrových kružnic a poté 3D modely tenzorů napětí. 
. 
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1 TEORETICKÁ ČÁST  
 
1.1 TENZORY A JEJICH APLIKACE 
Cílem této kapitoly je stručně shrnout základní typy tenzorů. Kapitola si neklade za cíl 
podrobný výklad všech principů a operací tenzorového počtu, bylo by třeba mnoha definic 
pojmů a operací, které lze nalézt v literatuře [1], [4], [5]. 
Tenzorový počet, tak jak ho známe dnes, zformuloval Gregorio Ricci-Cubastro, který jako 
první na konci 19. století navrhl kompaktní systém matematických metod pro operace na 
systémech s indexy. Používá se v různých vědeckých disciplínách – mechanice, fyzice, 
chemii, krystalografii a dalších [2]. 
Typy tenzorů [1], [3], [4]. [6]. 
Matematika pod pojmem tenzor rozumí zobrazení s určitými vlastnostmi jednoho nebo více 
vektorů do množiny reálných čísel. Obecně se dá napsat, že tenzory jsou zároveň i vektory. 
Tenzory rozlišujeme do tzv. řádů, kde tento řád m udává spolu s n-rozměrným reálným 
prostorem počet vektorů jako nm. Speciálním případem je tenzor nultého řádu, tedy skalár, 
dále pak jsou běžně používány tenzory prvního, druhého případně vyššího řádu: 
 Tenzor nultého řádu – skalár (jeden prvek), typickým příkladem by byla teplota, 
tepelná kapacita. 
 Tenzor prvního řádu – vektor (tolik prvků kolik je rozměrů prostoru), jako 
například vektor posuvu, rychlosti zrychlení, síly, momentu, obecného napětí. 
 Tenzor druhého řádu - Kartézským tenzorem 2. řádu je každá čtvercová matice, 
jejímiž prvky jsou čísla nebo funkce (v dvojrozměrném prostoru tedy 4, 
v trojrozměrném 9 prvků). Typickými tenzorovými veličinami (většinou 2. řádu) jsou 
například tenzory napětí a deformace v mechanice, materiálové vlastnosti 
anizotropních prostředí, elektrická permitivita, elektrická susceptibilita, Maxwellův 
tenzor napětí vyjadřující tok hybnosti elektromagnetického pole, Marussiho tenzor 
křivosti na ploše v geodézii, dielektrický tenzor, tenzor rychlosti toku kapaliny 
v hydrodynamice požívaný pro Navier-Stokesovy rovnice, tenzor difuze využívaný 
v biomedicíně. Mezi tenzory druhého řádu patří i známé Kroneckerovo delta, které 
nabývá hodnot buď 1, nebo 0. 
 Tenzor třetího řádu – Levi-Civitův tenzor, piezoelektrický modul (schopnost 
materiálu reagovat na vnější mechanické namáhání). 
 Tenzory čtvrtého řádu – např. tzv. „compliance tenzor“ 4. řádu v krystalografii 
vyjadřující snadnost deformace média. 
Tenzory druhých a vyšších řádů bývají symetrické, antisymetrické, případně mají jinak 
závislé jednotlivé prvky, počet nezávislých prvků tenzoru je tedy redukován. 
 
1.2 ÚVOD K NAPJATOSTI 
V této kapitole se budu věnovat napětí v rámci mechaniky kontinua. Začnu s vysvětlením 
pojmů napětí, tenzor napětí, normálové napětí, smykové napětí a hlavní napětí. Cílem 
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kapitoly je popsat způsoby zobrazení tenzoru napětí Mohrovými kružnicemi a pomocí 3D 
grafů, kterým se budu dále v práci věnovat v následující kapitole. 
Tuhé těleso, zatížené vnějšími sílami, momenty případně tlaky, je v rovnováze, pokud je 
vektorový součet sil a momentů nulový. Pro celkové chování tělesa není důležité jak velké je 
a kde působí vnější zatížení. Důležitý je vektorový součet sil a momentů. 
Napětím v mechanice kontinua rozumíme stav kontinua podrobeného vnějšímu silovému 
působení. Tento stav kontinua je v různých místech závislý na místech a velikostech vnějších 
zatíženích. Různé napětí znamená různé deformace, v případě platnosti Hookova zákona je 
deformace přímo úměrná napětí. 
Napětí můžeme dělit dle počtu os, ve kterých je těleso namáháno, na jednoosé, dvouosé a 
víceosé, s tím souvisí i počet složek napětí. Pro jednoosé napětí máme při vhodně zvoleném 
souřadném systému jednu složku, pro tříosé tři (hlavní napětí – viz následující část kapitoly). 
Nejjednodušší případ je napětí jednoosé. Například prostý tah, tlak nebo smyk. Pro prostý 
tah nebo tlak mějme tyč (jejíž délka je mnohem větší, než příčné rozměry) zatíženou osovými 
silami, tato tyč se podélně deformuje. V rovině kolmé na délku tyče máme tedy jednu 
normálovou složku napětí (žádné smykové). 
Dvouosé napětí se projevuje u těles rovinného tvaru, jejichž dva rozměry jsou větší než třetí. 
Například deska (s tloušťkou mnohem menší než ostatní dva rozměry) zatížená silami 
v rovině desky na jejích okrajích. Opět bychom našli vhodnou orientaci souřadného sytému, 
ve kterém by byla dvě hlavní napětí nenulová. 
Tříosé napětí je pak obecným případem prostorově složitějšího tělesa zatíženého různými 
silami v různých místech. Zde při vhodné orientaci souřadného systému získáme tři hlavní 
napětí. 
Běžně ale nechceme pro každý bod tělesa hledat správný souřadný systém, abychom získali 
jen jednu, dvě nebo maximálně tři složky napětí. Většinou používáme jeden globální 
souřadný systém (budu se věnovat pravoúhlému souřadnému systému). V tomto globálním 
souřadném systému může mít napětí až tři normálové složky a až tři smykové složky. Pro bod 
tělesa si můžeme představit krychličku s plochami orientovanými kolmo na osy. Složky 
napětí kolmé na stěny krychličky se označují jako normálová, napětí působící v plochách stěn 
krychličky jako smyková. 
V následující části kapitoly se budu věnovat rozboru napjatosti v bodě pro případ obecné 
tříosé napjatosti.  
 
1.2.1 NAPJATOST V BODĚ 
Napjatost v bodě tělesa se definuje jako množina všech obecných napětí fρ působících ve 
všech rovinných řezech ρ, které procházejí tímto bodem [8 str. 14]. Těchto řezů ρ je 
nekonečné množství a tedy i vektorů obecných napětí fρ je nekonečné množství.  
Obecné napětí vyjadřuje měrnou plošnou sílu působící na plošný element s normálou 𝒆𝝆 . 
Vektor obecného napětí má stejný směr jako síla působící na danou plošku.  
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Pro popis napjatosti se používá tenzor napětí 𝑻𝝈. Z [7] je vidět, že v obecných souřadnicích 
má tvar 
𝑻𝝈 = [
𝜎𝑥 𝜏𝑦𝑥 𝜏𝑧𝑥
𝜏𝑥𝑦 𝜎𝑦 𝜏𝑧𝑦
𝜏𝑥𝑧 𝜏𝑦𝑧 𝜎𝑧
] . (1)  
Z matematického hlediska se jedná o symetrický tenzor druhého řádu. Složka 𝜎𝑥 je normálové 
napětí působící na ose x, 𝜏𝑦𝑥  je smykové napětí ve směru osy x působící na ploše, jejíž 
normála je osa y. Jednoduše řečeno napětí v prvním řádku působí směrem osy x, v druhém 
řádku působí směrem osy y a ve třetím řádku směrem osy z. 
 Je dokázáno v [9], že souřadnicový systém „x, y, z“ lze transformovat do nového 
souřadnicového systému „1, 2, 3“ tak, že smyková napětí, v rovinách 1-2, 1-3 a 2-3, jsou 
rovny nule. Těmto rovinám se pak říká hlavní roviny. V tomto novém souřadném systému má 
pak tenzor napětí 𝑻𝝈 maximálně 3 nenulové složky 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3 a má tvar: 
𝑻𝝈 = [
𝜎1 0 0
0 𝜎2 0
0 0 𝜎3
] . (2)  
Složky tenzoru napjatosti 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3 se nazývají hlavní napětí. 
Pro vektor obecného napětí 𝒇ρ působící na elementární plošku řezu ρ s normálovým vektorem 
𝒆𝝆, jehož složkami jsou směrové kosiny, platí podle [7] vzorec: 
𝒇𝝆 =  [
𝜎1 0 0
0 𝜎2 0
0 0 𝜎3
] ∙ (
𝑐𝑜𝑠 𝛼1
𝑐𝑜𝑠 𝛼2
𝑐𝑜𝑠 𝛼3
) , (3)  
kde vektor 𝒆𝝆 má tvar: 
𝒆𝝆 = (
𝑐𝑜𝑠 𝛼1
𝑐𝑜𝑠 𝛼2
𝑐𝑜𝑠 𝛼3
) . (4)  
Úhel α1 je pak odklon od osy x, úhel α2 je odklon od osy y a úhel α3 je odklon od osy z. Úhly 
α1, α2 a α3 musí splňovat známou rovnici pro směrové kosiny úhlů: 
cos2α1 + cos
2α2 + cos
2α3 = 1 . (5)  
Vektor obecného napětí má dvě složky a to normálovou a smykovou. 
Velikost normálového napětí se získá podle [8 str. 11] průmětem vektoru obecného napětí do 
normály plošky, matematicky to lze zapsat skalárním součinem normálového vektoru 𝒆𝝆 a 
vektoru obecného napětí 𝒇𝝆: 
BRNO 2015 
 
 
13 
 
TEORETICKÁ ČÁST 
 
𝜎𝜌 =  (𝑐𝑜𝑠 𝛼1, 𝑐𝑜𝑠 𝛼2, 𝑐𝑜𝑠 𝛼3) ∙ (
𝑓𝜌1
𝑓𝜌2
𝑓𝜌3
) . (6)  
Směr normálového napětí je totožný se směrem normály plošky. 
𝝈𝝆 = 𝜎𝜌 ∙ 𝒆𝝆. (7)  
Velikost smykového napětí lze spočítat pomocí Pythagorovy věty: 
𝜏𝜌 = √𝑓𝜌2 − 𝜎𝜌2 . (8)  
Směr smykového napětí musí být takový, aby platila vektorová rovnice: 
𝒇𝝆 = 𝝈𝝆 + 𝝉𝝆. (9)  
Základní jednotkou zmíněných napětí (obecného, normálového a smykového) je Pascal. 
 
1.2.2 ROZBOR NAPJATOSTI 
Nyní budou odvozeny parametrické vztahy pro výpočet všech tří Mohrových kružnic pro 
obecnou napjatost. Pro rozbor napjatosti bude při odvozování použita znaménková konvence 
zavedená v [7]. 
Bude se pracovat jen s pravotočivým souřadným systémem x, y, z. Hlavní napětí budou 
kladné hodnoty v případě, že jsou tlaková a označíme je σ1, σ2, σ3, tak aby platilo σ1 ≥ σ3 ≥ σ2. 
Dále se předpokládá, že hlavní napětí σ1 působí ve směru osy x, σ2 působí ve směru osy y a 
σ3, působí se směru osy z. Smykové napětí označené τxy budeme brát za kladné, jestliže má 
směr kladné osy y a působí na plošce, jejíž normála má směr osy x. Úhel α budeme považovat 
za kladný, jestliže probíhá proti směru hodinových ručiček. 
Pro rozbor napjatosti se použije postup uvedený v [7]. 
Vhodně zvolený pravoúhlý trojboký hranol, jehož podstava je pravoúhlý trojúhelník vzniklý 
řezem elementární krychle rovinou ρ skloněnou pod úhlem +α. Na dvě kolmé stěny budou 
působit síly od hlavních napětí a tyto se pak budou transformovat do síly normálové a tečné k 
rovině ρ. Použitím tohoto postupu nám vzniknou 3 možnosti: 
A. napětí σ1, σ2 působí na kolmé stěny trojbokého hranolu a σ3 působí na podstavu 
B. napětí σ2, σ3 působí na kolmé stěny trojbokého hranolu a σ1 působí na podstavu 
C. napětí σ1, σ3 působí na kolmé stěny trojbokého hranolu a σ2 působí na podstavu 
ad A) Nejprve uvádím rozbor prvního případu dle Obr. 1.  
Síly vzniklé napětím σ1, σ2 působící na kolmé stěny trojbokého hranolu dS1 a dS2 se 
transformují do síly normálové a tečné ke stěně dSρ1 , kde: 
𝑑𝑆1 = 𝑑𝑠 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 ∙ 𝑑𝑧 , (10)  
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𝑑𝑆2 = 𝑑𝑠 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 ∙ 𝑑𝑧 , (11)  
𝑑𝑆ρ1 = 𝑑𝑠 ∙ 𝑑𝑧 .  (12)  
 
Obr. 1 Trojboký hranol pro odvození Mohrových kružnic (σ3 působí na podstavu) [7] 
Dle [7] lze pro sílu působící ve směru normály plošky dSρ1, neboli ve směru natočené osy x, 
napsat rovnici: 
𝜎x ∙ 𝑑𝑆𝜌1 = 𝜎1 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 ∙ 𝑑𝑆1 + 𝜎2 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 ∙ 𝑑𝑆2 , (13)  
jednoduchou úpravou vychází rovnice: 
𝜎𝑥 = 𝜎1 ∙ 𝑐𝑜𝑠
2 𝛼 + 𝜎2 ∙ 𝑠𝑖𝑛
2 𝛼 . (14)  
Využitím goniometrického vztahu pro dvojnásobný úhel: 
𝑐𝑜𝑠 2𝛼 = 𝑐𝑜𝑠2 𝛼 − 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 = 1 − 2 ∙ 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 = 2 ∙ 𝑐𝑜𝑠2 𝛼 − 1 , (15)  
se provede úprava rovnice (14): 
𝜎𝑥 =
𝜎1(𝑐𝑜𝑠(2𝛼) + 1)
2
+
𝜎2(1 − 𝑐𝑜𝑠(2𝛼))
2
 , (16)  
což lze výsledně upravit na tvar:  
𝜎𝑥 =
𝜎1+𝜎2
2
+
𝜎1−𝜎2
2
𝑐𝑜𝑠(2𝛼) . (17)  
Pro tečnou sílu působící na plošce dSρ1, konkrétně ve směru natočené osy y lze napsat 
rovnice: 
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𝜏xy ∙ 𝑑𝑆𝜌1 = 𝜎2 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 ∙ 𝑑𝑆2 − 𝜎1 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 ∙ 𝑑𝑆1 . (18)  
Využitím goniometrického vztahu pro dvojnásobný úhel: 
𝑠𝑖𝑛(2𝛼) = 2 𝑐𝑜𝑠 𝛼 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 , (19)  
se rovnice (18) upraví na tvar: 
𝜏xy =
𝜎2
2
𝑠𝑖𝑛(2𝛼) −
𝜎1
2
𝑠𝑖𝑛(2𝛼) , (20)  
𝜏xy =
𝜎2−𝜎1
2
𝑠𝑖𝑛(2𝛼) . (21)  
Rovnice (17) pro σx a (21) pro τxy jsou parametrickými rovnicemi negativní Mohrovy 
kružnice znázorněné v Mohrově rovině σ-τ (Obr. 2). Parametrem je zde úhel α, o který je 
natočen nový souřadný systém v tělese. V Mohrově kružnici se vynáší úhel 2α od hodnoty σ1. 
Pro splnění rovnice (21) pro τxy, kde 𝛼 𝜖 (0,
𝜋
2
) - 𝛼 je tedy kladné, se dostane záporné τxy, to 
znamená, že se úhel 2α musí v Mohrově kružnici vynést ve směru hodinových ručiček, tedy v 
záporném směru, a proto ji nazýváme negativní Mohrova kružnice. Tímto způsobem byla 
odvozena první (největší) Mohrova kružnice určená hlavním napětím σ1 a σ2. 
 
Obr. 2 Zobrazeni napjatosti pomocí Mohrových kružnic (σ3 působí na podstavu) 
Ad B) Nyní bude rozebrán druhý případ, kdy bude napětí σ2, σ3 působit na kolmé stěny 
trojbokého hranolu a σ1 na podstavu. Síly vzniklé napětím σ2, σ3 působící na kolmé stěny 
trojbokého hranolu dS2 a dS3 se transformují do síly normálové a tečné ke stěně dSρ2, kde  
𝑑𝑆2 = 𝑑𝑠 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 ∙ 𝑑𝑥 , (22)  
𝑑𝑆3 = 𝑑𝑠 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 ∙ 𝑑𝑥 , (23)  
𝑑𝑆ρ2 = 𝑑𝑠 ∙ 𝑑𝑥 . (24)  
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Obr. 3 Trojboký hranol pro odvození Mohrových kružnic (σ1 působí na podstavu) [7] 
Pro normálovou sílu ve směru natočené osy y působící na plošce dSρ2 lze podle [7] napsat 
rovnici: 
𝜎y ∙ 𝑑𝑆𝜌2 = 𝜎2 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 ∙ 𝑑𝑆2 + 𝜎3 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 ∙ 𝑑𝑆3 . (25)  
Jednoduchou úpravou vychází rovnice: 
𝜎𝑦 = 𝜎2 ∙ 𝑐𝑜𝑠
2 𝛼 + 𝜎3 ∙ 𝑠𝑖𝑛
2 𝛼 . (26)  
Využitím výše zmíněného vztahu pro kosinus dvojnásobného úhlu se provede úprava na tvar: 
𝜎𝑦 =
𝜎2(𝑐𝑜𝑠(2𝛼)+1)
2
+
𝜎3(1−𝑐𝑜𝑠(2𝛼))
2
 . (27)  
Konečnou úpravou vychází: 
𝜎𝑦 =
𝜎2+𝜎3
2
+
𝜎2−𝜎3
2
𝑐𝑜𝑠(2𝛼) . (28)  
Pro tečnou sílu ve směru natočené osy z působící na plošce dSρ2 lze podle [7] napsat rovnici: 
𝜏yz ∙ 𝑑𝑆𝜌2 = 𝜎3 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 ∙ 𝑑𝑆3 − 𝜎2 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 ∙ 𝑑𝑆2 .  (29)  
Využitím výše zmíněného vztahu pro sinus dvojnásobného úhlu se upraví na konečný tvar: 
𝜏yz =
𝜎3−𝜎2
2
𝑠𝑖𝑛(2𝛼) . (30)  
Rovnice (28) pro σy a (30) pro τyz jsou parametrickými rovnicemi negativní Mohrovy 
kružnice znázorněné v Mohrově rovině σ-τ (Obr. 4). Parametrem je zde úhel α, o který je 
natočen nový souřadný systém v tělese. V Mohrově kružnici se vynáší úhel 2α od hodnoty σ2. 
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Pro splnění rovnice (30) pro τyz, kde 𝛼 𝜖 (0,
𝜋
2
) - je tedy kladné, dostáváme kladné τyz, to 
znamená, že úhel 2α je nutné v Mohrově kružnici vynést po směru hodinových ručiček, tedy v 
záporném směru. Pro zobrazení napjatosti na Mohrově kružnici se musí vynést úhel 2α, ale v 
opačném směru, než v tělese a tímto rozumíme negativní Mohrovu kružnici.  
 
Obr. 4 Zobrazeni napjatosti pomocí Mohrových kružnic (σ1 působí na podstavu) 
Ad C) Třetím případem je, když napětí σ1, σ3 působí na kolmé stěny trojbokého hranolu a σ2 
působí na podstavu. Síly vzniklé napětím σ1, σ3 působící na kolmé stěny trojbokého hranolu 
dS4 a dS5 se transformují do síly normálové a tečné ke stěně dSρ3, kde  
𝑑𝑆4 = 𝑑𝑠 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 ∙ 𝑑𝑦 , (31)  
𝑑𝑆5 = 𝑑𝑠 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 ∙ 𝑑𝑦 , (32)  
𝑑𝑆ρ3 = 𝑑𝑠 ∙ 𝑑𝑦 . (33)  
 
Obr. 5 Trojboký hranol pro odvození Mohrových kružnic (σ2 působí na podstavu) [7] 
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Pro normálovou sílu ve směru natočené osy z působící na plošce dSρ3 lze podle [7] napsat 
rovnici: 
𝜎z ∙ 𝑑𝑆𝜌3 = 𝜎1 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 ∙ 𝑑𝑆4 + 𝜎3 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 ∙ 𝑑𝑆5 . (34)  
Po dosazení za dS4, dS5, dSρ3 a jednoduché úpravě dostaneme: 
𝜎𝑧 = 𝜎1 ∙ 𝑠𝑖𝑛
2 𝛼 + 𝜎3 ∙ 𝑐𝑜𝑠
2 𝛼 . (35)  
Za využití již zmíněného vztahu pro kosinus dvojnásobného úhlu se provede úprava na 
konečný tvar: 
𝜎𝑧 =
𝜎1+𝜎3
2
+
𝜎3−𝜎1
2
𝑐𝑜𝑠(2𝛼) . (36)  
Pro tečnou sílu ve směru natočené osy x působící na plošce dSρ3 lze napsat podle [7] rovnici: 
𝜏zx ∙ 𝑑𝑆𝜌3 = 𝜎1 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 ∙ 𝑑𝑆4 − 𝜎3 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼 ∙ 𝑑𝑆5 . (37)  
Využitím výše zmíněného vztahu pro sinus dvojnásobného úhlu se rovnice upraví na konečný 
tvar: 
𝜏zx =
𝜎1−𝜎3
2
𝑠𝑖𝑛(2𝛼) . (38)  
Rovnice (36) pro σz a (38) pro τzx jsou parametrickými rovnicemi negativní Mohrovy 
kružnice znázorněné v Mohrově rovině σ-τ (Obr. 6). Parametrem je zde úhel α, o který je 
natočen nový souřadný systém v tělese. V Mohrově kružnici se vynáší úhel 2α od hodnoty 
napětí σ3. Pro splnění rovnice (38) pro τzx, kde 𝛼 𝜖 (0,
𝜋
2
) - je tedy kladné, se dostane kladné 
τzx, to znamená, že úhel 2α je nutné v Mohrově kružnici vynést po směru hodinových ručiček, 
tedy v záporném směru, a proto se nazývá negativní Mohrova kružnice. Tímto byly rozebrány 
všechny tři Mohrovy kružnice určené hlavním napětím σ1, σ2 a σ3. 
 
Obr. 6 Zobrazeni napjatosti pomocí Mohrových kružnic (σ1 působí na podstavu) 
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2 PRAKTICKÁ ČÁST 
V této části práce nejprve popisuji postup sestrojení 3D grafu/modelu tenzoru napjatosti. 
Nejprve je potřeba spočítat hodnoty napětí (obecného, normálového a smykového) pro různé 
úhly natočení souřadného systému. Toto je provedeno v tabulkovém procesoru. Poté uvádím 
navržený postup sestrojení 3D modelu tenzoru napjatosti v programu Rhinoceros ve verzi 5.0. 
Kapitola obsahuje rovněž zpracované příklady pro jednotlivé stavy napjatosti – pro každý 
příklad je uvedeno schéma Mohrových kružnic a především zpracovaný 3D model tenzoru 
napětí. 
V první části této kapitoly se věnují výpočtu souřadnic bodů pro tvorbu výsledného modelu v 
případě, kdy dvě hlavní napětí jsou si rovna. Tento stav napjatosti se zobrazí pomocí jediné 
Mohrovy kružnice. Při vizualizaci této napjatosti ve 3D se zobrazí normálové, smykové i 
tečné napětí jako rotačně symetrické útvary okolo jedné ze souřadnicových os. Ve druhé části 
kapitoly se zabývám výpočtem souřadnic bodů pro tvorbu modelu pro případ obecné 
napjatosti, tedy pro tři od sebe různá hlavní napětí. Pro obecný případ napjatosti již zobrazení 
není rotačně symetrické kolem souřadnicové osy, ale je tvořeno obecnými plochami.  
Pro ilustraci uvádím celkem jedenáct případů napjatosti. 
 
2.1 PŘÍPRAVA BODŮ GRAFU V PŘÍPADĚ ROVNOSTI DVOU HLAVNÍCH NAPĚTÍ  
V případě rovnosti dvou hlavních má výsledný 3D model rotačně symetrický charakter a pro 
výpočet hodnot napětí (obecného, normálového a smykového) lze vycházet z Mohrovy 
kružnice, která se lehce vytvoří z uvedených, nebo spočítaných hodnot hlavních napětí. 
Hodnoty normálového napětí σx pro natočený souřadný systém o úhel -α získám projekcí 
bodu na Mohrově kružnici, odpovídající úhlu 2α (zvolena kladná hodnota úhlu), na osu σ, 
neboli osu normálového napětí. Hodnotu smykového napětí získám projekcí téhož bodu na 
osu τ a pro zjištění hodnoty obecného napětí použijeme Pythagorovu větu, protože σx a τxy 
jsou odvěsny pravoúhlého trojúhelníku a obecné napětí tvoří přeponu.  
 
Obr. 7 Mohrova kružnice, normálové, tečné a obecné napětí 
Vzorec popisující výpočet hodnoty normálového napětí z Mohrovy kružnice: 
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𝜎𝑥 =
𝜎1+𝜎2
2
+ 𝑐𝑜𝑠(2𝛼)
𝜎1−𝜎2
2
  . (39)  
Vzorec popisující výpočet hodnoty smykového napětí z Mohrovy kružnice: 
𝜏𝑥𝑦 =
𝜎1−𝜎2
2
𝑠𝑖𝑛 (2𝛼) . (40)  
Vzorec popisující výpočet hodnoty obecného napětí za použití Pythagorovy věty: 
𝑓𝜌 = √𝜎𝑥2 + 𝜏𝑥𝑦2  . (41)  
Hodnota normálového napětí bude ve 3D modelu odpovídat vzdálenosti od počátku, a ta se 
bude nanášet pod úhlem -α (úhel má opačné znaménko oproti Mohrově kružnici viz výše) – 
tedy na pootočenou osu x. Hodnota smykového napětí pro úhel  -α se bude nanášet kolmo na 
normálové napětí, tedy na pootočenou osu y. Vektorovým součtem smykového a 
normálového napětí pro úhel α se dostane poloha obecného napětí. 
 
Obr. 8 Vynesené normálové, smykové a obecné napětí v pootočené rovině tělesa 
Zde uvedu tabulku se vzorečky pro výpočet x-ových a y-ových souřadnic napětí 
souřadnicovém systému výsledného 3D modelu (viz Obr. 8). Označením σρx se rozumí x-ová 
souřadnice normálového napětí, označením σρy se rozumí y-ová souřadnice normálového 
napětí, atd. 
Tab. 1 Výpočet souřadnic bodů normálového, smykového a obecného napětí pro různá α 
σρx σρy τρx τρy fρx fρy 
𝜎𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠 (𝛼) 𝜎𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (−𝛼) 𝜏𝑥𝑦 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (−𝛼) 𝜏𝑥𝑦 ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝛼) 𝜎𝜌𝑥 + 𝜏𝜌𝑥 𝜎𝜌𝑦 + 𝜏𝜌𝑦 
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Pro modelování v programu Rhinoceros jsem si vytvořil tabulku (Tab. 2), v tabulkovém 
procesoru MS Excel, obsahující předem zadané hlavní napětí, úhel natočení α je krokován po 
jednom stupni. Počítána, dle vzorců (39) až (41), je hodnota normálového, smykového a 
obecného napětí. V další tabulce (Tab. 3) počítám, dle (Tab. 1), x-ovou a y-ovou souřadnici 
těchto napětí pro výsledný 3D model.  
Tab. 2 Výpočet velikosti normálového, smykového a obecného napětí pro různá α 
α[°] -2α[°] σρ [MPa] τρ [MPa] fρ [MPa] 
0 0 15 0 15 
-1 2 14,996 954 0,174 497 14,997 969 
-2 4 14,987 820 0,348 782 14,991 878 
-3 6 14,972 609 0,522 642 14,981 729 
-4 8 14,951 340 0,695 866 14,967 525 
-5 10 14,924 039 0,868 241 14,949 273 
-6 12 14,890 738 1,039 558 14,926 981 
-7 14 14,851 479 1,209 609 14,900 657 
-8 16 14,806 308 1,378 187 14,870 312 
-9 18 14,755 283 1,545 085 14,835 958 
-10 20 14,698 463 1,710 101 14,797 610 
Pozn: barvy u jednotlivých napětí odpovídají 3D modelům v následujícím textu 
 
Tab. 3 Výpočet x-ových a y-ových souřadnic složek napětí 
α [°] σρx  σρy τρx  τρy fρx  fρy 
0 15 0 0 0 15 0 
-1 14,994 670 -0,261 733 0,003 045 0,174 471 14,997 715 -0,087 262 
-2 14,978 690 -0,523 067 0,012 172 0,348 570 14,990 862 -0,174 497 
-3 14,952 090 -0,783 606 0,027 353 0,521 926 14,979 443 -0,261 680 
-4 14,914 920 -1,042 953 0,048 541 0,694 170 14,963 461 -0,348 782 
-5 14,867 248 -1,300 716 0,075 672 0,864 937 14,942 920 -0,435 779 
-6 14,809 165 -1,556 506 0,108 663 1,033 864 14,917 828 -0,522 642 
-7 14,740 778 -1,809 940 0,147 414 1,200 593 14,888 192 -0,609 347 
-8 14,662 215 -2,060 640 0,191 807 1,364 774 14,854 021 -0,695 866 
-9 14,573 621 -2,308 235 0,241 705 1,526 062 14,815 325 -0,782 172 
Pozn: barvy u jednotlivých napětí odpovídají 3D modelům v následujícím textu 
 
2.2 PŘÍPRAVA BODŮ GRAFU V PŘÍPADĚ OBECNÉ NAPJATOSTI  
V tomto případě se již jednotlivá napětí nezobrazují jako rotační plocha kolem osy. Tvorba 
3D modelu je podstatně složitější, protože pro určení hodnot jednotlivých napětí v určitém 
směru je zde potřeba trojice úhlů α1, α2 a α3, oproti předešlému případu, kde stačil pouze 
jeden úhel a výsledný model vznikl rotací křivky.   
Pro výpočet bodů plochy znázorňující obecné napětí působící na plošném elementu roviny ρ 
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se vychází z obecného vzorce (3), který lze rozepsat následovně: 
𝑓𝜌𝑥 = 𝜎1 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛼1 , (42)  
𝑓𝜌𝑦 = 𝜎2 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛼2 , (43)  
𝑓𝜌𝑧 = 𝜎3 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛼3 , (44)  
kde 𝑓𝜌𝑥, 𝑓𝜌𝑦, 𝑓𝜌𝑧 je x-ová, y-ová a z-ová souřadnice bodu plochy zobrazující obecné napětí. 
Pro velikost, neboli z matematického hlediska normu vektoru obecného napětí (tedy 
vzdálenost bodu plochy obecného napětí od počátku) platí: 
‖𝑓𝜌‖ =  √ 𝑓𝜌𝑥2 + 𝑓𝜌𝑦2 + 𝑓𝜌𝑧2  . (45)  
Pro směrové kosiny příslušné obecnému napětí platí [7]: 
𝑐𝑜𝑠𝛼1𝑓𝜌 =
𝑓𝜌𝑥
𝑓𝜌
 , (46)  
𝑐𝑜𝑠𝛼2𝑓𝜌 =
𝑓𝜌𝑦
𝑓𝜌
 , (47)  
𝑐𝑜𝑠𝛼3𝑓𝜌𝑧 =
𝑓𝜌𝑧
𝑓𝜌
 . (48)  
Hodnota normálového napětí se získá ze vzorce (6). Ta určuje vzdálenost bodu plochy 
normálového napětí od počátku. Pro x-ovou, y-ovou a z-ovou souřadnici bodu plochy 
zobrazující normálové napětí platí: 
𝜎𝜌𝑥 = 𝜎𝜌 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛼1 , (49)  
𝜎𝜌𝑦 = 𝜎𝜌 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛼2 , (50)  
𝜎𝜌𝑧 = 𝜎𝜌 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛼3 . (51)  
Pro x-ovou, y-ovou a z-ovou souřadnici bodu plochy zobrazující smykové napětí dle [7] platí:  
𝜏𝜌𝑥 = 𝑓𝜌𝑥 − 𝜎𝜌𝑥 , (52)  
𝜏𝜌𝑦 = 𝑓𝜌𝑦 − 𝜎𝜌𝑦 , (53)  
𝜏𝜌𝑥 = 𝑓𝜌𝑧 − 𝜎𝜌𝑧 . (54)  
Pro směrové kosiny příslušné smykovému napětí dle [7]platí: 
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𝑐𝑜𝑠𝛼1𝜏𝜌 =
𝜏𝜌𝑥
𝜏𝜌
 , (55)  
𝑐𝑜𝑠𝛼2𝜏𝜌 =
𝜏𝜌𝑦
𝜏𝜌
 , (56)  
𝑐𝑜𝑠𝛼2𝜏𝜌 =
𝜏𝜌𝑧
𝜏𝜌
 . (57)  
Pro modelování v programu Rhinoceros jsem si vytvořil tabulku pro výpočet souřadnic bodů 
ploch zobrazujících jednotlivá napětí v závislosti na změně úhlů. V této tabulce je krokován 
úhel 𝛼1  po pěti stupních. Pro každou hodnotu úhlu 𝛼1 je voleno a dopočítáno dostatečné 
množství hodnot úhlů 𝛼2  a 𝛼3  tak, aby splňovali rovnici (5). Tímto postupem jsem získal 
prostorové rozložení bodů ploch jednotlivých napětí. 
 
2.3 POSTUP MODELOVÁNÍ TENZORU NAPĚTÍ V PROGRAMU RHINOCEROS 
Nyní uvádím detailní postup zpracování 3D modelu tenzoru napětí v programu Rhinoceros 
pro případ, kdy jsou si 2 hlavní napětí rovna. 
a) Příprava 
Předem připravené (v programu MS Excel viz Tab. 3) souřadnice bodů pro obecné, 
normálové a tečné napětí uložíme do jednotlivých textových souborů. Dále změníme 
desetinou čárku na tečku, abychom tyto hodnoty mohli načíst. 
b) Import dat 
Pro importování do Rhinocera použijeme příkaz import, poté v dialogovém okně 
nastavíme jako oddělovač tabulátor.  
c) Vykreslení bodů  
Body se vykreslí na základě importovaných dat. 
d) Proložení křivky 
Vykreslenými body proložíme křivku příkazem CurveThroughPt. Aby se nám body 
zbytečné nevykreslovaly, tak jim nastavíme jinou hladinu a té pak vypneme 
viditelnost.  
e) Zrcadlení křivky 
Vytvořenou křivku zrcadlíme příkazem Symmetry k ose y.  
f) Vytvoření 3D plochy a nastavení viditelnosti 
Pro vytvoření 3D plochy znázorňující velikost napětí necháme výslednou křivku 
orotovat příkazem Revolve kolem osy x. Pro lepší zobrazení výsledné plochy ve 3D 
klikneme na roletku Perspektive na levé straně a vybereme možnost Rendered. 
Abychom v jednom obrázku mohli znázornit více grafů/ploch, musíme stávající ploše 
nastavit viditelnost. To uděláme tak, že v panelu na pravé straně v nabídce hladiny 
nastavíme pro zvolenou hladinu materiál. Zobrazí se dialogové okno pro výběr a 
nastavení materiálu, ve kterém nastavíme požadovanou viditelnost (transparency) a 
barvu viz Obr. 9 až Obr. 11.  
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Obr. 9 Import dat do programu Rhinoceros 
 
 
Obr. 10 Nastavení způsobu zobrazení povrchu plochy 
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Obr. 11 Nastavení průhlednosti jednotlivých ploch 
 
Tímto postupem jsme zatím vytvořili pouze jedno ze třech napětí, proto po vykreslení plochy 
s požadovanou viditelností a barvou zrušíme viditelnost hladiny použité pro vykreslení 
plochy. Uvedený postup zopakujeme i pro zbylé druhy napětí. Posledním krokem je opětovné 
zapnutí viditelnosti u všech třech ploch a tím dostáváme výslednou grafickou reprezentaci 
tenzoru napětí. 
Hodnota napětí odpovídá ve 3D grafu (Obr. 13) vzdálenosti od počátku. Hodnota 
normálového napětí se nanáší na pootočenou osu x o úhel α (leží na červené ploše), na 
pootočenou osu y (kolmo na normálové napětí) se nanáší smykové napětí (leží na modré 
ploše) a vektorovou výslednici tvoří obecné napětí (leží na zelené ploše). 
Ve 3D grafu odpovídají osy směrům hlavních napětí (osa x σ1, osa y σ2 a osa z σ3). Pokud 
bude například σ1 největší a σ3 = σ2, pak bude graf protáhlý v ose x. 
Na následujících obrázcích (Obr. 12 až Obr. 20) uvádím porovnání zobrazení tenzoru napětí 
pomocí Mohrových kružnic a 3D grafu pro normálové, smykové a obecné napětí. Na 
Mohrových kružnicích jsou vynesena jednotlivá napětí pro tři různé úhly alfa, 30°, 45° a 60°. 
Poté jsou stejná napětí vynesena i do 3D grafu ve dvou pohledech, pravoúhlém a isopohledu. 
Všechna napětí se ve 3D grafu vynášejí od počátku a body leží v rovině xy. Tento ilustrační 
případ napjatosti je pak zobrazen v kapitole 2.4.3. 
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Obr. 12 Mohrova kružnice pro α = 30°  
 
 
Obr. 13 3D zobrazení tenzoru napětí pro α = 30°, pravoúhlý pohled   
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Obr. 14 3D zobrazení tenzoru napětí pro α = 30°, isopohled  
 
Obr. 15 Mohrova kružnice pro α = 45°  
 
Obr. 16 3D zobrazení tenzoru napětí pro α = 45°, pravoúhlý pohled   
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Obr. 17 3D zobrazení tenzoru napětí pro α = 45°, isopohled  
 
Obr. 18 Mohrova kružnice pro α = 60°  
 
Obr. 19 3D zobrazení tenzoru napětí pro α = 60°, pravoúhlý pohled   
 
Obr. 20 3D zobrazení tenzoru napětí pro α = 60°, isopohled  
BRNO 2015 
 
 
29 
 
PRAKTICKÁ ČÁST 
 
2.4 VÝSLEDKY MODELOVÁNÍ VE 3D – PŘÍKLADY  
V této kapitole jsou pak uvedeny jednotlivé příklady napjatosti. Je zde nejdříve znázorněna 
Mohrova kružnice a následně 3D zobrazení, již bez označení jednotlivých napětí. 
 
2.4.1 PŘÍKLAD Č. 1: HLAVNÍ NAPĚTÍ σ1 MÁ DVOJNÁSOBNOU HODNOTU σ2 A σ3 
 
 
Obr. 21 Mohrova kružnice zobrazující napětí pro př. 1 
 
Obr. 22 3D zobrazení hodnot napětí pro př. 1 
 
Komentář: Pro tento příklad dosahuje smykové napětí (modrá plocha) maximálně čtvrtiny 
hlavního napětí σ1, normálové napětí a obecné napětí jsou mnohem větší. Obecné napětí tvoří 
rotační elipsoid okolo osy x. 
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2.4.2 PŘÍKLAD Č. 2: HLAVNÍ NAPĚTÍ σ1 MÁ TROJNÁSOBNOU HODNOTU σ2 A σ3 
 
Obr. 23 Mohrova kružnice zobrazující napětí pro př. 2 
 
Obr. 24 3D zobrazení hodnot napětí pro př. 2  
 
Komentář: Zde smykové napětí dosahuje maximálně třetiny σ1, a je maximálně rovno 
hlavnímu napětí σ2. Elipsoid znázorňující obecné napětí je oproti příkladu 1 kratší ve směru 
osy x, ale mnohem proporcionálně mnohem méně široký v ose y a z. 
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2.4.3 PŘÍKLAD Č. 3: HLAVNÍ NAPĚTÍ σ1 MÁ PĚTINÁSOBNOU HODNOTU σ2 A σ3 
 
Obr. 25 Mohrova kružnice zobrazující napětí pro př. 3  
 
 
Obr. 26 3D zobrazení hodnot napětí pro př. 3 
 
Komentář: V tomto příkladu je již vidět, že maximální smykové napětí je větší než hlavní 
napětí σ2 a σ3. Elipsoid znázorňující obecné napětí se dále zužuje. 
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2.4.4 PŘÍKLAD Č. 4: JEDNOOSÁ NAPJATOST, HLAVNÍ NAPĚTÍ σ2 A σ3 NULOVÁ, σ1 KLADNÉ  
 
 
Obr. 27 Mohrova kružnice zobrazující napětí pro př. 4 
 
Obr. 28 3D zobrazení hodnot napětí pro př. 4 
 
Komentář: Pro dvě hlavní napětí rovna nule získáváme zobrazení obecného napětí do úsečky. 
Maximální smykové napětí dosahuje poloviny maximálního normálového napětí. 
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2.4.5 PŘÍKLAD Č. 5: HLAVNÍ NAPĚTÍ σ1 JE KLADNÉ A TROJNÁSOBEK ZÁPORNÉHO σ2 A σ3 
 
Obr. 29 Mohrova kružnice zobrazující napětí pro př. 5 
 
Obr. 30 3D zobrazení hodnot napětí pro př. 5 
 
Komentář: I pro tento příklad dosahuje obecné a normálové napětí vyšších hodnot, než 
smykové, ale pro mnohé úhly natočení již převažuje smykové nad normálovým napětím. 
Normálové napětí se zobrazuje do tří ploch, které se dotýkají v počátku souřadnic. 
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2.4.6 PŘÍKLAD Č. 6: ROVINNÁ NAPJATOST, HLAVNÍ NAPĚTÍ σ1 NULOVÉ, σ2 A σ3 JE 
ZÁPORNÉ 
 
Obr. 31 Mohrova kružnice zobrazující napětí pro př. 6 
 
Obr. 32 3D zobrazení hodnot napětí pro př. 6 
 
Komentář: Obecné napětí se pro tento případ zobrazuje jako kruh ležící v rovině yz, σ1 je 
nulové, proto plocha znázorňující hodnotu normálového napětí se v ose x dotýká nuly. 
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2.4.7 PŘÍKLAD Č. 7: HLAVNÍ NAPĚTÍ σ2 A σ3 JE ZÁPORNÉ, σ1 JE KLADNÉ STEJNÉ VELIKOSTI 
 
Obr. 33 Mohrova kružnice zobrazující napětí pro př. 7 
 
Obr. 34 3D zobrazení hodnot napětí pro př. 7 
 
Komentář: Pro v absolutní hodnotě si rovna hlavní napětí se zobrazuje obecné napětí jako 
koule, má tedy stále stejnou velikost. Normálové napětí se zobrazuje do tří ploch, které se 
dotýkají v počátku souřadnic (viz také Příklad č. 5). Maximální smykové napětí(pro úhel 45°) 
je rovno maximálnímu normálovému napetí (úhel 0° a 90°). 
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2.4.8 PŘÍKLAD Č. 8: ROVINNÁ NAPJATOST, KDE σ2 JE NULOVÉ, σ1 A σ3 KLADNÉ  
 
Obr. 35 Mohrova kružnice zobrazující napětí pro př. 8 
 
Obr. 36 3D zobrazení hodnot napětí pro př. 8 
 
Komentář: Toto 3D zobrazení je podobné zobrazení v příkladu 6, jsou však prohozeny osy. 
BRNO 2015 
 
 
37 
 
PRAKTICKÁ ČÁST 
 
2.4.9 PŘÍKLAD Č. 9: OBECNÉ NAPĚTÍ 1  
 
Obr. 37 Mohrova kružnice zobrazující napětí pro př. 9 
 
Obr. 38 3D zobrazení hodnot napětí pro př. 9 
 
Komentář: Plocha obecného napětí má podobu tříosého elipsoidu. Plocha normálového napětí 
se v osách dotýká plochy obecného napětí. 
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2.4.10 PŘÍKLAD Č. 10: OBECNÉ NAPĚTÍ 2  
 
 
Obr. 39 Mohrova kružnice zobrazující napětí pro př. 10 
 
 
Obr. 40 3D zobrazení hodnot napětí pro př. 10 
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Obr. 41 3D zobrazení hodnot napětí pro př. 10- pohled od osy z (σ3) 
 
 
Obr. 42 3D zobrazení hodnot napětí pro př. 10- pohled od osy x (σ1) 
 
Komentář: Podobný tvar jako předešlý případ pouze se liší proporce 
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2.4.11 PŘÍKLAD Č. 11: OBECNÉ NAPĚTÍ 3  
 
Obr. 43 Mohrova kružnice zobrazující napětí pro př. 11 
 
Obr. 44 3D zobrazení hodnot napětí pro př. 11 
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Obr. 45 3D zobrazení hodnot napětí pro př. 11- pohled od osy z (σ3) 
 
Obr. 46 3D zobrazení hodnot napětí pro př. 11- pohled od osy x (σ1) 
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Obr. 47 3D zobrazení hodnot napětí pro př. 11- pohled od osy y (σ2) 
 
 
Komentář: Obecné napětí tvoří tříosý elipsoid. Normálové napětí tvoří 4 plochy (Obr. 45) 
dotýkající se v počátku. Pro úhel α1 ≈ 0° má smykové napětí tvar podobný elipse, pro úhel 
α1 ≈ 90° má smykové napětí tvar podobný „čtyřlístku“ (Obr 46).
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ZÁVĚR 
Cílem této práce je zobrazení tenzoru napjatosti pomocí 3D grafu pro několik stavů napjatosti, 
určených Mohrovými kružnicemi. 
V teoretickém úvodu se věnuji popisu tenzorů, napjatosti, způsobům zobrazování tenzoru 
napjatosti. Zároveň v této části připravuji rovnice potřebné dále v praktické části pro 
zobrazení tenzoru napjatosti. 
V praktické části jsem nejprve popsal postup pro spočítání souřadnic bodů pro zobrazení 
jednotlivých napětí v 3D modelu. Následně jsem s využitím těchto hodnot zpracoval postup 
tvorby 3D vizualizace tenzoru napětí v programu Rhinoceros.  
Přínosem 3D zobrazení je jeho názornost, případně i atraktivnost zvyšující motivaci pro 
pochopení stavu napjatosti. Úhel natočení souřadného systému zde odpovídá úhlu v reálném 
tělese. Tenzor napětí je zobrazen jako trojice rotačně symetrických ploch okolo jedné ze 
souřadných os pro normálové, smykové a obecné napětí. 
V práci je zpracováno jedenáct různých případů napjatosti, pro které je vždy uvedena 
Mohrova kružnice a odpovídající 3D graf. Na přiloženém CD jsou pak k dispozici všechny 
podklady i výstupy pro jednotlivé příklady. Výběr těchto příkladů jsem provedl na základě 
vzájemné polohy hlavních napětí v Mohrově kružnici. Nejdříve jsou zobrazeny stavy, kdy se 
dvě hlavní napětí sobě rovnají, u posledních případů jde o obecnou napjatost. 
Obecné napětí pro případy dvou shodných hlavních napětí se zobrazuje jako rotační elipsoid 
s výjimkou jednoosé a rovinné napjatosti. Při jednoosé napjatosti (viz kapitola 2.4.4) se 
obecné napětí zobrazuje jako úsečka na hlavní ose, u rovinné napjatosti (viz kapitoly 2.4.6 a 
2.4.8) jako kruh se středem v počátku. Hlavní napětí odpovídají osám elipsoidu obecného 
napětí. V případě hlavních napětí stejné velikosti a opačného znaménka (viz kapitola 2.4.7) se 
zobrazí jakou koule. 
Normálové napětí pro dvě shodná hlavní napětí se v osách dotýká obecného napětí a je rovno 
hlavním napětím. Pro Mohrovu kružnici, nacházející se zcela v kladné nebo záporné ose σ se 
zobrazuje do dvou ploch dotýkajících se na elipsoidu obecného napětí. Pokud Mohrova 
kružnice protíná osu τ, zobrazuje se normálové napětí do tří ploch dotýkajících se v počátku. 
Smykové napětí pro případ dvou shodných hlavních napětí má vždy stejný tvar lišící se pouze 
proporcí k obecnému a normálovému napětí. Maxima dosahuje při úhlu α = 45°, nejnižších 
hodnot dosahuje v případě podobnosti hodnot hlavních napětí. 
Pro stavy obecné napjatosti se jednotlivé složky zobrazují jako obecné plochy.  
Závěrem bych uvedl, že se 3D zobrazení jednotlivých příkladů značně liší, což ilustruje 
různorodost stavů napjatosti. Po prostudování konkrétního 3D grafu si lze udělat představu o 
jednotlivých hodnotách obecného, normálového a smykového napětí.  
BRNO 2015 
 
 
44 
 
POUŽITÉ INFORMAČNÍ ZDROJE 
 
POUŽITÉ INFORMAČNÍ ZDROJE 
[1] BOČEK, L.: Tenzorový počet, SNTL Praha 1976 
[2] DIMITRIENKO, Y.: Tensor Analysis and Nonlinear Tensor Functions. Boston: 
Kluwer Academic Publishers (Springer) 2002. 662 p. ISBN 1-4020-1015-X  
[3] VLČEK, J.: Vektorová a tenzorová analýza, studijní text. [online], Ostrava: 
VŠB-TU, 2014, [cit. 20. 3. 2015].  
Dostupné z: http://homen.vsb.cz/~vlc20/VeTeA.pdf 
[4] ISLAM, N.: Tensors and their Applications. New Delphi: New Age International, 
2006. 245 p. ISBN 978-81-224-2700-4 
[5] LEBEDEV, L. P., Cloud, M. J., Eremeyev, V. A.: Tensor Analysis with Applications 
in Mechanics,  Singapore: World Scientific Publishing Company, 2010. 363 p. 
ISBN 981-4313-12-2 
[6] BASS, M.: Handbook of Optics: Volume IV - Optical Properties of Materials, 
Nonlinear Optics, Quantum Optics, 3rd ed. The McGraw-Hill Companies, Inc., 
2009. ISBN 0071629297 
[7] Malášek, J.: Osobní podklady vedoucího bakalářské práce 
[8] HORNÍKOVÁ, J., ŠANDERA, P.: Pružnost a pevnost, interaktivní učební text 
[online]. Brno, 2002, [cit. 20. 3. 2015] dostupné z: http://beta.fme.vutbr.cz/cpp/  
[9] JANÍČEK P., ONDRÁČEK E., VRBKA J.: Pružnost a pevnost, VUT Brno, 1992. 
287 s. ISBN 80-214-0468-X 
 
[10] Manuály k programu Rhinoceros. Dostupné z: https://www.rhino3d.com/tutorials 
 
 
BRNO 2015 
 
 
45 
 
SEZNAM PŘÍLOH 
 
SEZNAM POUŽITÝCH ZKRATEK A SYMBOLŮ 
Tσ [MPa] tenzor napjatosti 
fρ [MPa] vektor obecného napětí působící na elementární plošce roviny ρ 
σρ [MPa] vektor normálového napětí působící na elementární plošce roviny ρ 
τρ [MPa] vektor smykového napětí působící na elementární plošce roviny ρ 
eρ [-] normálový vektor elementární plošky roviny ρ 
fρx   [MPa] x-ová souřadnice bodu pro zobrazení obecného napětí v 3D grafu 
fρy [MPa] y-ová souřadnice bodu pro zobrazení obecného napětí v 3D grafu 
fρz [MPa] z-ová souřadnice bodu pro zobrazení obecného napětí v 3D grafu 
σρx [MPa] x-ová souřadnice bodu pro zobrazení normálového napětí v 3D grafu 
σρy [MPa] y-ová souřadnice bodu pro zobrazení normálového napětí v 3D grafu 
σρz [MPa] z-ová souřadnice bodu pro zobrazení normálového napětí v 3D grafu 
σx [MPa] normálové napětí působící ve směru natočené osy x 
σy [MPa] normálové napětí působící ve směru natočené osy y 
σz [MPa] normálové napětí působící ve směru natočené osy z 
σ1, σ2, σ3   [MPa] hlavní napětí ve směru hlavních os 
τρx [MPa] x-ová souřadnice bodu pro zobrazení smykového napětí v 3D grafu 
τρy [MPa] y-ová souřadnice bodu pro zobrazení smykového napětí v 3D grafu 
τρz [MPa] z-ová souřadnice bodu pro zobrazení smykového napětí v 3D grafu 
τxy [MPa] smykové napětí ve směru osy y působící na plošce, jejíž normála je osa x 
τyz [MPa] smykové napětí ve směru osy z působící na plošce, jejíž normála je osa y 
τzx [MPa] smykové napětí ve směru osy x působící na plošce, jejíž normála je osa z 
α   [°] úhel natočení 
α1   [°] úhel mezi osou x a normálou plochy 
α2   [°] úhel mezi osou y a normálou plochy 
α3   [°] úhel mezi osou z a normálou plochy 
   
 
